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Proof　of　a　theorem　of　Sacks
KEMPACHIRO　OHASHI
　　In〔1〕，　Sacks　has　proved　that　the　recursively　enumerable　degrees　are　dense．
　　The　purpose　of　this　paper　is　to　give　a　simple　proof　of　the　above　theorem，　by　a　slight
modification　of　a　method　used　in〔2〕．
　　The　method　used　in　our　proof　is　applicable　to　a　theorem　presented　by　Hirose〔3〕．
　　By　a　straight　extension　of　our　method，　the　corresponding　theorems　in　metarecursion
theory（Cf．〔6），〔7〕，〔8））are　proved，　as　it　will　be　given　in　a　future　paper．
　　　　　§1．　Atheorem　of　Sacks．
　　Let∠40　and∠41　be　recursively　enumerable　sets　such　that　recursive　functions／6　and〆五
enumerate五〇and　A，，　respectively，　without　repetitions．
　　We　set
礁・）一 o1諜誰≦覇（々））’　　　　一
・（一・）一
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　　Then　we　have　the　following
Proposition　1．
　　Ao　is　recursive　in　／11　if　and　only　if　there　existsθsuch　that
　　1）　　｛瓦（θ，s）1s≧0｝　is　infinite　for　each　i＜2，　and
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　　2）　N（e，s）for　each　s＜ω．
Proof．
　　ぐ；Assume　Ao　is　not　recursive　in　AI　and　N（e，．s）「for　each　s＜ω．
　　Then，　for　each　e，　there　exist　x　and　so　such　that　ao（x，　s）≒P（e，　x，　s）for　all　s≧so．
　　It　follows　that　K乞（e，　s）＝．Ki（e，　so），　for　all　i＜2　and　for　all　s≧so．
　　Thus　｛K，（e，　s）11s≧0｝is　finite，　for　all　i＜2　and　for　all　e．
　　⇒Assume　Ao　is　recursive　in　A，．
Let
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for　all　n．＊）
　　If　follows　that｛Kz（eo，　s）ls≧0｝is　infinite　for　each　i＜2　and　2＞（e，　s）　for　each　s＜ω，
since＠）（s）（st）（P（e。，　n，　s）－0＆s＜s’→P（e。，　n，　st）－0．）
Proposition　2．
　　｛Ko（e，　s）【s≧0｝　is　infinite　if　and　only　if　｛K1（e，　s）1s｝rO｝　is　infinite　for　each　e．
Proof．　Evident．
　　Theorem　1（Sacks）．　Letαand　b　be　recursively　enumerable　degrees　such　thatα〈b．
　　Then　there　is　a　recursively　enumerable　degree　d　such　thatα＜d＜b．
Proof．　Let　l　Xl　denote　the　recursiVely　enumerable　degree　of　the　recursiYely　epumerable
set　．X．
Let　Ao　and　Bo　be　recursively　enumerable　sets　such　that　l／101＝a　and　lBo1＝b．
　　We　set／1＝｛2nln∈Ao｝and　B＝｛2n十11n∈Bo｝．
　　Evidently　l．41＝lAe1，　lBI＝1Bol　and／1∩B－＝ip（empty）．
　　Let　g　and　f　be　recursive　functions　which　enumerate／1　and　B，　respectively，　without
repetltlons．
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＊）　The　proof　is　given　in　a　paper　to　appoar．
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　　K』（θ，s）一μ々（のt≦、（〃z、（θ，　s）≦le）
　　ハli（e，　s）≡（の（％）u＜。（のv＜、（t≦K」（e，の＆P，（e，ちの一1
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where
i－o1認
　　Di一例（Es）（d，＠，　s）－0）｝．
　To　see　that．Z）1　gives　the　recursively　enumerable　degree　d　in　our　theorem，　we　suppose
that　there　existゴ＜2　and　e　such　that　｛、臨（e，5）ls≧0｝　is　infinite．
　Letθ＊be　the　least　e　such　that　｛瓦（e，　s）1∫≧0｝is　infinite，　and　Iet　i＊　be　the　least　i
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such　that　｛Kε（e＊，　s）ls≧0｝　i5　infinite．
　　The　following　lemmas　guarantee　that　our　supposition　is　impossible．
Lemma　1．1．　There　is　s’such　that　for　all　s≧s’，　either　z（s）＝1－i＊or　e＊＜ti＊（s）．
Proof．　Similar　to　Lemma　l　in（2〕（p．62）．
Lemma　1．2．　Let　F（s）be　a　recursive　function　such　that
　　1）　　F（s）≧≧F（s－1）　for　all　s，
　　2）　！imF（s）＝ω．
　　　　　s　m－co
　　Then，　for　any　recursive　function　G（s）enumerating　1），1）＝｛G（s）IG（s）≧F（s）＆s≧0｝
1s　recurSlve．
Proof．　Since　lim　F（s）＝ω，　h（n）＝μs（F（s）＞n）is　recursive．　Then
　　　　　　　　　　　　s－poo
　　　n∈D≡（Es）（G（s）＝n＆s≦h（n））．
　　Thus　l）is　recursive．
Lemma　1．3．　If　i＊＝0，　then｛Ko（e，　s）ls≧0｝is丘nite　for　all　e．
Proof．　If　2（s）＝0＆s＞s’，　and　if／e（s）　is　added　to　1）o，　the阜　e＊＜to（s）　and　ノてs）≧Kb（e＊，
s－1）．
　　Thus　1）o　is　recursive，　since　Ko（e＊，　s）≧Ko（e＊，　s－1）for　all　s　and　by　Lemma　1．2｛fてs）1
メ（s）≧Ko（e＊，　s－1）＆s≧s’＆f’（s）∈Do｝is　recursive．　But　then　IZ）11＝11），　Ul）ol＝－IB1＞
IAl　and1）1　isnotrecursive　inA。
　　It　follows　that　there　exist　s”　and　々　such　that　2＞（e，　s）→d，（々，　s）キPo（e，　k，　s），　for　all
s＞s”．
　　But　then｛Ko（e，　s）ls≧0｝is　finite．
Lemma　1．4．　If　i＊＝1，　then｛K，（e，　s）ls≧0｝is　finite．
Proof．　Similar　to　Lemma　1．3．
Lemma　1．5．　If　1）1　is　recursive　in　A，　then｛」Ko（e，　s）ls≧0｝is　infinite　for　some　e．
Proof．　SupPose　1）l　is　recursive　in∠4．
　　Then　there　is　e／such　that
　　　n∈1）1≡（Po（e’，　n，　s）＝O　for　all　suf五ciently　large　s）．
　　But　then　there　is　e　such　that
　　　（Es）（Ey）（Tl（Hρ琴（h・s），e，　n，y）＆σ（y）－o））
　　　　　　　　　　　　　　k＜y
　　　　　　≡（Es）（Ey）（d、（・，・）－0＆Tl（Hρ9（k・s），・，　n，y）＆σ（y）－0）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kくy
　　It　follows　that　No（e，　s）f6r　all　s　and｛Ko（e，　s）ls≧0｝is　infinite．
　　Conversely，　if｛Ko（e，　s）ls≧0｝is　infinite　for　some　e，　it　is　easily　seen　that　1）1　is　recur－
sive　in　A．
Lemma　1．6．　If　B　is　recursive　in　I）1，　then｛K，（e，　s）ls≧0｝is　infinite　for　some　e．
Proof．　Similar　to　Lemma　1．5．
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　　　　　§2　An　exte皿sion．
Thorem　2（HIROSE）．　Letα，　b，　co，　c1，．．．．．．，cm－1　be　recursively　enumerable　degrees　such
that
　　1）　α＜｛ヲi＜bfor　each　i＜〃z－1，
　　2）　ci　and　cブare　incomparable，　if　zl＝フ＜〃z．
　　Then　there　exists　a　recursively　enumerable　degree　d　such　that
　　3）α＜d＜6
　　4）　dand　c乞are　incomparable，　for　all　t＜m・
P，。。f．　L。tんβ。　a。d　C6　b。・ecursi・・ly・num・・ab1・・ets　su・h　th・t圓一・，　r　B・1一わ，
。nd　1　Cl　1－・、　f・・all　i＜m．
w。・set　A－｛P9　lnEA。｝，　B－｛P？　］n∈B。｝，・・d　G－｛ρ穿＋iln∈c・｝．
　　Evidently，レ11＝レ101，レ引＝1Bo　1，and　l　G　I・・＝　ci，　Any　two　of　／1，B，　C，＿＿，　Cm＿1　are
mutually　disjoint．
　　Let　g，　f，　hi　1）e　recursive　functions　which　enumerate／4，B，　C，，　respectively，　without　rep－
etitions．
　　SimiIarly　to§1，α＠，　s），∂＠，∫）and　6＠，　s）are　defined・　（i＜m）
　　We　de丘ne　functions　and　a　predicate　by　induction　on　s，　as　follows．
Stage　　5＝0．
・・（n・・）一o1蕊認
　　　ツ、（e，n，0）一〃zl（e，0）－Kl・（e，0）一蝋θ，0）一瓦（e，0）－0，
　　　d。＠，0）一’、（6）一ッ♂（・，n，0）－1，
　　　pi（e，？¢，0）＝P♂（e，n，0）＝2，　for　all　e＜ω，　aU　n＜ω．
for　allゴ＜2，　allノ＜〃¢．
Stage　　O＜s．
　　Definitions　of　t．‘（s）and　2（s）are　similar　to　ones　in　§1・
d・（　）一
o1（澱1、農こ八s）’
・・＠・・）一
o1（if　z（s）＝1　＆　n＝プてsn，s－1）　otherwise．）’°「if　n＝9（∫）’
伽）一
oPt：ソコ≦：s　　　コr　l（II　メ）9（々・s　　　　　　　　　　k＜ys十1　0therwise．）・翻’f（Ey）（ツ≦5＆螂（k’s）翻）’
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ッ♂（e，・n，s）一
ッ？（・，n，s）一
pl（e，n，s）．σ（・‘（郷））
whereブ≦〃z　if　i＝O　andフ＝O　if　z＝1
　　mS（θ，s）一μ（d、（ちs）≠瑠（θ，ちs））
　　m2（θ，s）一μ（∂（ち・）≠P
　　蝋・，・）＝＝ptt（oゴ（t，s）≠P
蜘一 o霊1：ご二♂（：濃瀦〔。：f禰
超（e，s）一
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防．、Tl（H　ps・（k・s），　e，　n，　y）if働）（ッ≦s＆Tl（H　ps’（k・s），　e，　n，　N）），
　　　　　　　　　々＜ツ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k〈y
　　　　　　（ブ＜m）
5十1　0therwise．
防。。Tl（　　　　di（k，sHPE），　e，　n，y）if（Ey）（y≦・＆Tl（nρだ’（k・s），・，・n，y）），｛s＋、。、her織　　・・＜・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ｛。、h。，w、、e．’f伽s）≦s’
　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　1（e，ち・））
　　　　　　　　1（e，・t，・s））．
　Kf（e，　s－1）　　if　（n）（n〈mf（e，　n，　s）→コノlt（e，　n，　s）≦」碍（e，　s－1）），
　　　　　　　　　　　If　　r1＞r（θ，　s），
Ptt（n）＠＜mf（e，　s）→ツf（e，　n，　s）≦の　otherwise，
　　｛（θ，s），　i〈2．
　　　）u≦s（v）v≦s（t≦〃z多（θ，u）　＆pl・（θ，　t，％）－1
　　‘（e，ちの一〇＆u＜v→（w）⑫＜w≦s→pl・（θ，ちω）＝＝o））
i＝o＆ブ＜〃Zori－1＆ブ＝O）
or
　　　　　　　　　　　　　K，（θ，s）一ΣK
　　　　　　　　　ゴ軍O
　　N｛（e，、）≡（の（％
　　　　　　　　　　＆P
　　　　　　　　　　（
　　1）、一｛nl（Es）（娠％，　s）－o）｝，
　　If　｛瓦（e，　s）ls≧0｝　is　finite　for　each　i，　and　for　each　e，｛、Ki（e，　s）ls≧0｝　is　finite　for　each
z，for　each／and　for　each　e．
　　And　then，5）1）1　is　not　recursive　in　C，，　for　each　i＜〃¢，
　　6）　DI　is　not　recursive　in／4，
7）C・　i・n・t・ecursi・・in　P・，　f・r　ea・h　i＜m，・pd
　8）　Bis　not　recursive　in　1）1。
It　is　easy　to　see　that　1）1　is　recursive　in　B　and！1　is　recursive　inヱ）1．
　To　see　that　5）～8）are　satisfied，　we　suppose　that　there　ex量st　i　andθsuch　that｛、酷（θ，　s）
ls≧0｝　is　infinite．
　Let　e＊be　the　least　e　such　that　｛K，（e，　s）ls⊇≧0｝　is　infinite，　and　let　i＊　be　the　least　i
such　that　｛Ki（θ＊，s）ls⊇≧0｝　is　infinite．
Lemma　2．1．　there　is　s’such　that　for　each　s≧s’，　either　2（s）＝1－i＊orθ＊〈ti＊（s）．
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Lemma　2．2，　If’i＊一一　O，　then｛Ko（e，　s）ls≧0｝is　finite　for　all　e．
Proof．　Similar　to　Lemma　1．1．
Proof．　If　2（s）＝0，　s＞s’andノてs）　is　added　to　I）o，　then　e＊〈te（s）andプてs）≧≧Ko（e＊，　s－1）．
　　It　follows　from　Lemma　1。2that　1）o　is　recursive　and　l　DI　l＝【BI．
　　Bis　not　recursive　in　Xif　X＝A　or　X＝・　C，　for　some　k〈m．
　　It　follows　from　Propositions　1，2that｛Ko（e，　s）【s≧0｝is　finite　for　each　e．
Lemma　2．3．　If　i＊＝＝1，　then　｛K，（e，　s）ls≧0｝is　finite　for　each　e．
Proof．　If　2（s）＝0，∫＞s／andノてs）　is　added　to　D，，　then　e＊＜t（s）　andノてs）≧K1（e＊，　s－1）．
　　It　follows　from　Lemma　1．2that　Il），1＝レ11．
　　Thus　B　is　not　recursive　in　l）1　and　C，　is　not　recμrsive　in　I）1，　for　each　k＜m．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　It　follows　from　Propositions　1，2that｛K，（e，　s）15≧0｝is　finite　for　each　e．
References
〔1〕
〔2〕
〔3〕
〔4〕
〔5〕
〔6〕
〔7〕
〔8〕
G．E．　Sacks，　Ann．　of　Math．，80（1964），300－312。
G．E．　Sacks，　Degrees　of　unsolvability，（1963）
K．Hirose，　Comment．　Math．　Univ．　St．　Paul．，13（1964）25－33．
G．E．　Sacks，　Notes　on‘‘higher　recursion　theory，，，　mimeograph．
S．C．　Kleene，　Introduction　to　metamathematics，1952．
G．Kreisel　and　G．　E．　Sacks，　J．　Symb．　Log．，30（1966）318－338．
G．E．　Sacks，　Sets，　Models　and　Recursion　Theory，（1967）pp．243－263．
G．Kreisel，　Theory　of　Models，（1965）pp．190－205．
（195）
